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Resumen — Se presenta una propuesta de solucién para la
propagacion de ondas acusticas en un océano estratificado. El
océano se considera compuesto por tres capas de distinta densidad
y velocidad del sonido. Una capa es el hielo, otra el agua y
finalmente el fondo marino. La propagacion de las ondas es
modelada mateméaticamente por la ecuacion de onda. Esta ha sido
resuelta con ayuda del método SPPS y se ha comparado con un
método analitico. Asi, posteriormente, se calcula el campo acustico
debido a una fuente de sonido ubicada a cierta distancia, basado
en el calculo de la pérdida por transmision.

Palabras Clave — ecuacién de onda, efecto Doppler, método
SPPS, modos normales, pérdida por transmision.

Abstract — A proposed solution for the propagation of acoustic
waves in a stratified ocean is presented. The ocean is considered as
composed of three layers of different density and speed of sound.
One of those layers is ice, another is water and finally the ocean
bottom. The wave propagation is mathematically modeled by the
wave equation. This has been solved by the SPPS method
comparing it with an analytical method. In that way, the acoustic
field of a sound source located at a certain distance is calculated
based on the transmission loss.

Keywords — Doppler effect, normal modes, SPPS method,
transmission loss, wave equation.

. INTRODUCCION

Para mantener la comunicacion humana debajo del agua, o
en algunos casos, hacer ciertas investigaciones submarinas, se
emplean las ondas acusticas en comparacion con las ondas
electromagnéticas en este mismo medio. Esta inclinacion se ha
dado debido a la rapida atenuacién que las ondas
electromagnéticas sufren en el agua en contraste con el gran
alcance que pueden tener las ondas acusticas [1, 2].

Por otro lado, laeconomiay la investigacion son factores que
han propiciado un aumento en las actividades humanas en las
zonas polares del planeta [3]. Esto ha generado nuevos retos y
nuevas condiciones en las que es necesario mantenerse
comunicados.

Este tipo de estudios afronta la tarea de solucionar
ecuaciones diferenciales de segundo orden en donde se han
propuesto hacerlo por medio del método de elemento finito,
método WKB, método de diferencias finitas, método de rayos,
entre otros. En este trabajo se ha propuesto solucionar esta tarea
con el método SPPS [4, 5].
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En la acustica, la referencia para conocer los cambios que
una onda tiene al propagarse en algin medio es la pérdida por
transmision [6]. En este trabajo se hard el calculo de este
parametro para analizar el comportamiento que experimenta el
campo acustico generado por una fuente en reposo cuando las
ondas se propagan a través de un medio estratificado, es decir,
un medio con capas que presentan distintas caracteristicas
fisicas respectivamente.

Por otro lado, se estudiara el efecto Doppler generado debido
a que se asumira que la fuente se estara desplazando en el medio,
es decir, las ondas que el receptor reciba se percibiran con ciertas
diferencias en frecuenciay en tiempo con respecto a las emitidas
originalmente.

Se considera que el medio estudiado tiene una capa de hielo
de grosor h, una capa de agua de grosor (H — h) y otra de fondo
marino que se considera desde H en adelante, como se muestra
en la figura siguiente.

Figura 1. Medio estratificado estudiado en este trabajo.

En la siguiente seccién se mostraran las condiciones fisicas
impuestas en este problema, asi como su descripcion
matematica. También, se presentard la propuesta matematica
que dard solucion a las condiciones previas. En la tercera seccion
se mostraran algunos resultados graficos y sus descripciones. En
la cuarta seccidn, se detallaran los resultados a los que se ha
llegado hasta este momento de la investigacion.

Il. METODOLOGIA/DESARROLLO

Se presenta la ecuacion (1) como la ecuacién de onday como
aquella que modela matematicamente la propagacion de las
ondas acusticas debajo del agua [7]

2
(% +k* (@, 2) - az) Y(w,a, 2) = 0. ©
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Las caracteristicas fisicas de las tres capas que mas importan en
este estudio son las magnitudes de la velocidad del sonido ¢y de
la densidad p. Respectivamente, en cada capa seran distintas y
dependeran de la profundidad z. Los subindices i, w y b, estan
relacionados con el término en inglés de cada una de las capas.
Asi, la capa de hielo tendréa el subindice i de ice, la capa de agua
tendra el subindice w de water y finalmente b de bottom.

¢, 0<z<h, pi,0<z<h,
c(z) ={cy, h<z<H, p(2) ={pw, h <z <H,
CbIZ>HI pb,Z>H.

El sistema debera cumplir con ciertas condiciones. La
condicion (2) sefiala que la magnitud de la funcién i debera ser
cero en la superficie del hielo.

Y(w,a,0) =0, (2)

La condicion (3) sefiala que la magnitud y direccién de la
onda propagada deberan ser continuas en su paso por la frontera
entre la capa de hielo y el agua.

Y(w,a,h—0) =yY(w,ah+0),

(3)
L(Lyp@ah-0)=L(Lwwah+0)

De manera anéloga, la condicion (4) sefiala que la magnitud
y direccion de la onda propagada deberan ser continuas en su
paso por la frontera entre el agua y el fondo marino.

Y(w,a,H—0) =y¢Y(w,a H+0),

C)
pw

(%d;(m, a,H— 0)) = i(%z/)(a), a,H+ 0)),

Finalmente, la condicion (5) sefiala que la magnitud de la
funcién vy sera cero cuando la profundidad sea muy grande.

55’22 Y(w,a,z) =0. (5)

En las expresiones anteriores @ es la frecuencia y o es la
constante de propagacion.

Se construyo la ecuacion de dispersion. Al resolverla, ésta
permite encontrar los modos normales propagados del sistema

D(wr @) = (0, H)) = 221

N M
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Es decir, cuando D = 0 para una frecuencia dada, se habran
encontrado los modos propagados (distintas « que resuelven la
ecuacion).

A. Método SPPS

El método de Series de Potencia de Parametro Espectral
(SPPS) ofrece una propuesta de solucién a ecuaciones
diferenciales de segundo orden de tipo Sturm-Liouville. En
contraste a otros métodos, éste ofrece una solucién no sélo
numérica sino también analitica, el tiempo de calculo puede
verse reducido, por lo que podria beneficiar en el uso de los
recursos computacionales. Este método ya ha sido aplicado en
diversos trabajos ofreciendo muy buenas aproximaciones y
resultados bastante exactos [7, 8, 9, 10, 11]. Convenientemente,
la ecuacion de onda se puede considerar de este tipo. Por ello, se
utilizara el método SPPS para dar solucion a dicha ecuacién.

Este método considera que a la ecuacion diferencial de tipo
Sturm-Liouville se le puede dar solucion en forma de una
combinacion lineal de soluciones

Yy = Uy + Uy )
donde c1y c2 son constantes arbitrarias complejas,
U = U Zl?:o yLI 4] Y U = U ZI?:O ﬂkX(Zk“),

X0z =1,
XOiz) =1,

z
j XD (s)u2(s)r(s)ds, nimpar,
XW@) =175

X(n—l)(s)

1
————ds, npar,
7 us(s)p(s)

ds, nimpar,

[0z
X(n) (Z) — Zg 0 p

f XD (s)ud(s)r(s)ds, npar
Zo

y ademas u, es una solucién particular de la ecuacion
homogénea de la ecuacion diferencial principal.

De esta forma, se podré utilizar la solucién encontrada y
trabajar en la ecuacion de dispersion (6) para encontrar los
modos propagados del sistema.

B. Pérdida por transmision
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La forma en la que se expondran los resultados del campo
acustico producido por la fuente de sonido es con base en los
gréaficos generados por el calculo de la pérdida por transmision
[7,10]

TL(r,z) = 20 log,o(|Ux(r, 2)]), v = |x| [dB] (8)

donde

L N (@) Om N (Z ef(TMm,N+n/4)
Uy(r.z) = Z PN (2)Pmn(20)

N

Um n SON los modos propagados del sistema encontrados en (6).
Estos modos aquellas ondas que tendran forma sinusoidal y que
podran propagarse a través del medio estratificado visto como
una guia de onda. Cabe sefialar que el nimero m de modos esta
relacionado inversamente con el grosor de la capa de hielo para
este medio. Es decir, a mayor grosor de la capa de hielo, habra
menos nimero de modos.

Las funciones propias del problema ¢, y(z) estan definidas a
continuacion

sen ’klz —Umn?2,0=<z<h,

fu(z tmn) h <z <H, (10)

Cz(ﬂm,N)e_ #m,NZ_kg(Z_H)Z >H

1
Omn(2) = m

’

con

My = m —f|f1v(2 Mmzv)| dz (11)

Y fv(2, i,y ) €s definida por el método SPPS por cada modo
,, obtenido.

Otro aspecto que abarca esta investigacion es el estudio del
efecto Doppler cuando la fuente se esta desplazando. Para ello,

se han empleado las siguientes ecuaciones de acuerdo con [7,
12]

Para el calculo de la frecuencia de retardo se ha utilizado
—Up(@)V(T) + 0 —wy =0, (12)

mientras que la ecuacion (13) se ha utilizado para calcular el
tiempo de retardo

Jx = x5(D)] ~ (13)
W—(t—’[)—&
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I1l. RESULTADOS Y DISCUSION

Los graficos mostrados en esta seccion han sido generados
con la programacion de la Ecuacién (8). Se han propuesto ciertas
caracteristicas en comudn. ¢; = 3500 m/s, cw = 1450 m/s, ¢, = 2000
m/s, pi=0.9 g/cm3, pu=1.0 g/cm3, pp=2.0 g/cm?3, frecuencia
de operacién de la fuente @ =50 Hz,h=10m, H-h =180 m.

La Figura 2 muestra la comparacion del campo acuUstico
cuando la fuente se ubica a tanto a 10 m como a 50 m de
profundidad pero el receptor se mantiene constante a 100 m de
profundidad. A su vez, entre estos dos componentes hay una
separacion horizontal de 30 km.

Influencia de la profundidad en la fuente

—fuentea 10 m
—fuentea 50 m
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Distancia [m] «10%

Figura 2. Influencia de la profundidad a la que se ubica la fuente.

En la Figura 3 se muestra la comparacion del campo acustico
cuando la capa de hielo h mide tantol0 m como 5 m. En el
calculo se han encontrado mas modos propagados, cuando la
capa de hielo es menor.

Influencia de la capa de hielo
‘ ‘ —16mde hielo'
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Figura 3. Influencia de la capa de hielo.

Como parte de los resultados obtenidos en el calculo del

efecto Doppler, se presenta la Figura 4. Por simplicidad, se
presenta una ventana de tiempo de entre 10 s a 450 s, es decir,
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durante 440 segundos se grafica el retardo en frecuencia y en
tiempo de uno de los modos encontrados al propagarse por el
medio. Asimismo, se propone que x, = (0.005t% +
10t,0,10) [m] sea el wvector funcién que muestra el
desplazamiento de la fuente acustica, también que la fuente y el
receptor estén separados 30 km. Se ha asumido que la
profundidad a la que se ha colocado la fuente es de 30 m,
mientras que la del receptor es de 100 m.

Efecto Doppler
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Figura 4. Efecto Doppler debido al desplazamiento de la fuente.

IV. CONCLUSIONES

Se han hecho rutinas en Matlab para generar todas estas
graficas y resultados. En ellos se ha encontrado que el nimero
de modos propagados es inversamente proporcional al grosor de
la capa de hielo. Como se aprecia en la Figura 2, se muestra una
clara diferencia del campo acustico entre una condicion y la otra,
sugiriendo una atenuacion debida a la profundidad de la fuente
y receptor. Por otro lado, en la Figura 3, se muestra que el campo
acustico no se ve drasticamente afectado debido a la capa de
hielo, lo cual era de interés en este trabajo. Al considerar el
vector de posicién de la fuente y la separacion se puede calcular
que aproximadamente a los 265 s la fuente alcanzara al receptor,
lo cual se comprueba claramente en la Figura 4. Se aprecia como
hay un cambio en el sentido antes y después de este tiempo, y en
ambos casos, la frecuencia de retardo y el tiempo de retardo
tienen a cero lo cual sugieren que la fuente y el receptor estén en
la misma posicidn. El uso del método SPPS ha ofrecido también
aproximaciones bastante exactas en comparacion con el método
analitico, al comparar ambos métodos y resultados, el error
relativo calculado méaximo fue de 3 x 107°.
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